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$0. IhTRODU~ION 
CE TRAVAIL est un compliment i l’article [Z] de Carlson, Clemens et Morgan. Morgan 
a montri dans [9], en utilisant la thlorie des modtles minimaux de Sullivan et la notion de 
complexe de Hodge mixte, I’existence de structures de Hodge mixtes sur les groupes n:(X) 
duaux des groupes d’homotopie xi(X), pour X une variete compacte kahlerienne simple- 
ment connexe. Pour i = 3, lc groupe n:(X) est dccrit par I’extension: 
0.1. 0 * HJ(X) I nj(X) A+ Kerp -+ 0, oti 11: S’H*(X) + H*(X) cst lc produit et 
i cst dualc dc I’application “classc” IKE + H3(X). 
Lcs groupcs If’(X) et Kcrjc ctant munis de lcurs structures de Hodgc, i et j sont dcs 
morphismcs dc structures dc Hodgc mixtcs, ct la filtration pour Ic poids sur n:(X) cst 
donncc par: W’,(n?(X)) = II’( c&n:(X) = nJ(X). 
0.2. Commc montre dans [I]. unc telle extension cst dccritc par sa classe LT dans la 
jacobicnnc intormtdiairc 
J(ff’(X) 8 (Kerp)*): = Homa(Kerp, ff’(X))/HomZ(Kcrp, If’(X)) @ HomF(Kerp, ff3(X)) 
ou HomF(Kerp.H3(X)) est I’ensemble des morphismes cp preservant les filtrations de 
Hodge, i.e. tels que q(F’) c FP. (On utilisera plus generalement dans le textc la notation 
J(H):= Hg/FPHc -t HZ pour une structure de Hodge pure H de poids 2p - 1, dc reseau 
entier HZ et de filtration de Hodge F’Hc c HC). 
La classe (T est construite de la facon suivante: par definition d’une suite exacte de 
structures de Hodge mixtes, la suite exacte 0.1.0 admet des scindages: uF: (Ker& -+ 
(n!(X)),, compatible avec les filtrations de Hodge et u+: (Ker& + (n:(X)), dCfini sur Z. 
La difference Q @ Q: - bF: (Ker,& -+ (H3(X)), est alors bien definie modulo 
HomZ(Kerp. H’(X)) $ Hom,(Kerp, H’(X)) et determine done un kliment CT de 
J(H’(X)@ (Ker/O*). 
0.3. Le rksultat principal de [Z] est I’interpritation algkbro-gt?omCtrique d la restric- 
tion de B A la partie algkbrique (Kerp),,, de Kerp, c’est-A-dire AI’intersection de Kerp avec 
le sous-espace S’NS(X) de S’H’(X), oti NS(X) est tgal ri H*(X. Z)n H’*‘(X). Cette 
restriction est alors un iliment r E Hom(Ker&,, J(H3(X)), et I’on a: 
0.4. TH~OR~ME ([2]). T s’identijie au composP de I’application naturelle don&e par 
le produit: (Kerh, --, CHZ(Xhom et de l’application d’Abel-Jacobi 0,: 
CH’(X),,om + J(H’(X)). 
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0.5. Le resultat propose ici gentralise le Thtortme 0.4 (cf. 1.22-1.30) et fournit essentiel- 
lement une interpretation de la classe TV en termes d’application d’Abel-Jacobi. Cependant 
les questions de torsion &ant dilicates, on fera I’hypothlse que les variites considtrees n’ont 
pas de torsion dans leur cohomologie entiere. Si tel n’est pas le cas, le resultat propose ici 
reste cependant valide a condition de remplacer les coefficients entiers par des coeffici- 
ents rationnels et de quotienter J(H’(X) &I (Kerp)+) par sa torsion. Notons 
$: H’(X) @ H’(X) -+ H’(X) le compose jI = ~0 IL 03 71 est le quotient H2(X) @ H’(X) + 
S’H’(X). On a une injection tvidente: J(H3(X) 60 (Kerp)*) + J(H3(X) @ (Kerfi)*). 
D’autre part J(H3(X) @ (Kerfi)*) est un quotient nature1 de la jacobienne intermtdiaire 
J(H4p- ‘(X x X x X)), oti p = dimX, par les projections de Kiinneth: 
HJp- ‘(X x X x X) 4 H3(X) @ H4p-4(X x X), 
H’(X) @ H4p-4 (X xX) 4 H3(X)@ H2“-2(X) @ HZP-‘(X), 
la dualiti de Poincari: 
H3(X) @ H2P-2(X) @ H 2p-2(X) u H’(X)@ H’(X)*‘= 
et le quotient naturel: 
H3(X)~(H2(X)*)@2-+ H’(X)@(Kerfi)*. 
Notons 5, (resp. S,) la c&se de Hodge (dans HZp(X x X, z))de la composante de Kiinneth 
de type (2, 2p - 2) (resp. (4. 2p - 4)) de Ax, i.e.: &EN”(X) @I H2P-r’(X), et correspond 
a I~;I~~~.~)E Hom(H2’(X), H”(X)) par dualite de Poincare, pour i = I, 2. 
Soit rli~ H$‘(X x X, z(p)) dcs rclevements de 5, dans la cohomologie dc Deligne, pour 
i = 1.2. 
Notons Ax i id x id: X x X x X + X x X x X x X I’application (x, y, z) -+ (x, x, y, z); 
id xj2: X x X c-r X x X x X I’application (x, y) 4 (x, y, 0), ou 0 est un point de X; 
id x j3: X x X -, X x X x X I’application (.u, y) + (.u, 0, y); notons enfin pi, Its projections de 
X x X x X x X sur le produit X x X du idmc et jtime facteur. On a alors: 
0.6. TIIt?ORhlE (cf. 1.19). Soif Z:= (Axxidx id)*(pf361-pf4,6,), classe de Hodye de 
codirnension 2p duns X x X x X; alors Z est AJale ci Z’:= (id x Ax),(S2) - (id x jr)*h2 - 
(id x j3)*J2* Si ‘I:= (Ax x id x id)*(p:3~t’Pz+srlt) - (id x Ax)+(q2) - (id xj2)*q2 - 
(id xj,),q,tz Hip(X xX xX, Z(2p)), on u done enfait ~EJ(H~P-‘(X xX x X)) et so projec- 
tion duns le quofient J(H3(X) @I (Ker ii)*) prooient en&it de J(H)(X) @I (Ker II)*); le point 
~EJ(H~(X) @ (Kerp)*) uinsi d$ni est egsal ci 6. 
Une partic de la section 1 est consacree a la construction du point peJ(H’(X)@ 
(Ker p)‘) du Thloreme 0.6. On montre en 1.13 I’egalite Z = Z’, et en 1.17 I’independance du 
point p relativement au choix des classes de cohomologie de Deligne r~,. Ce resultat necessite 
l’hypothise H’(X) = 0 et presente un intertt independant. On rappelle aussi dans cette 
section la construction explicite de la structure de Hodge mixte sur nf(X), et I’on y deduit 
Cgalement le Theoreme 0.4 du Theoreme 1.19. Dans la section 2, on fournit le detail de la 
demonstration du Theortme I. 19. 
0.7. Remurque. Dans le cas non simplement connexe, on peut tgalement construire des 
structures de Hodge mixtes sur certains groupes construits a I’aide de la resolution 
nilpotente de x,(X) [73. Le theoreme 0.6 presente une certaine analogie avec le risultat de 
[7] (voir aussi [S]) ou dans le cas d’une courbe X on identifie Tune de ces structures de 
Hodge mixtes avec l’image par I’application d’Abel-Jacobi du cycle X+ - X- de JX. 
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1.0. Les paragraphes 1.1 i 1.8 sont consacres I la construction de la structure de Hodge 
mixte sur rcf(X), ou X est une variite projective (klhlerienne compacte) simplement 
connexe. Soit rrL2 = nz(X); comme explique dans 123, x3(X)* s’identifie i H4(X2, X) ou 
X2 est un K(nz, 2) espace etf: X 4 Xz est l’application unique i homotopie pris telle que 
/;: n2(X) -+ nz(X,) = nz, soit l’identitt. 
f*: H’(X,) + H’(X) est alors un isomorphisme, et /*: H’(X,) + H’(X) est un mor- 
phisme d’algebres; on a H’(X,) = 0 et H4(X,) ‘c SZHZ(X2) I S’H*(X); I’application 
f *: H’(X,) --, Ha(X) s’identilie done au produit p de 0.1. La suite exacte de cohomologie 
relative de/fournit done une extension: 
0 + H3(X) -+ H4(X2, X) + Kerp + 0 
soit encore: 
0 -+ H3(X) -+ nJ(X)* -+ Kerp + 0. 
1.1. Soit (A’(X), D) l’une des algtbres differentielles gradules U’(X, C), d’(X), 
%‘(X,f2;). i.e. respectivement le complexe de tech a valeur dans Q: relativement i un 
recouvrement ouvert adequat de X. le complexe des formes differentielles V” de X, et le 
complexe simple forme ti partir de la resolution de tech du complexe de De Rham 
holomorphe de X. Alors H4(X2. X) se calcule canoniquement de la facon suivante. Soit 
a*: H’(X)-+ A’(X) don&e par un choix de representants (i.e. VooH*(X), a2(w) est 
fcrmcc. de classe egale ri Q). a2 s’etend en une application a4: H*(X)@’ -+ A’(X), i valeurs 
dans Its formes D-fcrmecs, et representant en cohomologie le produit 
/i: If’(x)@z + N*(X). On peut considerer a4 comme un morphisme de complexes: 
(f12(X)@2, d) -+ (A’(X), D), oti Ic premier complexe cst concentre en degre 4, et d est la 
diffcrentiellc nullc. Soit C;. le cone sur a4, c’est-a-dire: C& = AL- ‘(X) @ (!f2(X)e2),,,, 
muni dc la ditTercnticllc: DI,((w, u)) = (Dw - a,(o), - du). Alors on a une suite exacte: 
0 -+ ff ‘(X) 4 H “(C;,) + Ker fi -+ 0. 
1.2. Lorsque A’(X) = J’(X) le produit “*” sur A’(X) satisfait: wp- w4 = (- l)ppw4* w4 
On en diduit immediatcment quc si R: H*(X)@’ -+ S*H*(X) est I’application quotient, il 
y a un scindage naturcl: s: Kern + H4(C&) de la dernitre suite exacte au-dessus de 
Kern c Kerfi. On a alors (cf. [2]) un isomorphisme canonique H4(C;,)/lm s II H4(X2, X). 
Ceci se giniralise aux algebres W(X, Z) 4 W-(X, Q;) de la facon suivante. II existe une 
j, 
homotopie naturelle H: W(X, fL?;) 8 W-(X, f2;) -+ V-(X, Q,) induisant, via jz, 
ffZ: %7(X, 22) 63 W(X, Z) + ‘6*(X, Z), telle que: 
(DH - Hd)(wP@ ~4) = wp. w4 - (- 1)“4w’- wp. 
De plus H preserve la filtration de Hodge (cf. 1.5) sur U-(X, Q;). A I’aide de H, il est facile de 
construire une section naturelle s,: Kern --) H’(C;,) de la suite exacte: 
0 -+ H’(X) -, H’(C;,) 4 Kerfi + 0, 
au-dessus de Kern. On a alors un isomorphisme canonique: HJ(C;,)/lms, z H4(X2, X). 
1.3. Si I’on modific a2 en ai , on obtient I’isomorphisme canonique H*(C;,)/fms, 2: 
H4(X2, X) 2r H4(C;;)/fnrs,~ de la facon suivante. Comme a2 et a; induisent la mime 
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application en cohomologie, ii existe 0: H’(X) + A’(X) telle que z2 = 2; + D@. Soit alors 
W:H’(X)@ H'(X)-A'(X) 
definie par: @‘(y @ 7’) = @(y)*z;(y’) + z~(~)*@(.J’). Alors DW = z* - 2;. 
Considerons I’application q: CL + C;; difmie par: 
Yk = IdAL-l,Xj, pour k # 4, et 
%,:A3(X)@H'(X)@'-+A'(X)@H2(X)@~, 
YQv,u) = (w - W(u),u). 
Alors q 0 D,, = Di;c’%, et q est un quasi-isomorphisme ntre C;, et C;;. q induit en 
particulier un isomorphisme: 
‘?,: HJ(C;,)- H4(C;;). 
On verifie facilement que 9, est compatible avec les suites exactes: 
0 + H'(X)-* H'(C;.)+ Kerfi -+ 0, et 
O+ H'(X)- H4(C';;)+ Kerfi-+O, 
et avec leurs relevements partiels 
s,: Kern -* W’(C;,). s,,: Ker I[ + H'(C;,) 
et done 3, induit un isomorphismc: Y,: H4(C;.)/fms, z H4(C;;)/fms,,. 
1.4. 't'* ne depend pas du choix de (P, car. X etant simplement conncxc, CD est dtfinie 
modulo unc application Dx. et done 0’ est definic modulo unc application Dx', cc qui ne 
modific pas \t4, done Y.,. en cohomologic. II n’cst pas difkilc de voir quc ‘f”, est 
exactcmcnt I’isomorphismc ompost: 
. 
H*(C;,/fms,) = H4(X2, X) 2r H4(C;,)/fms,,. 
1.5. Pour mcttre une structure dc Hodgc mixte sur ff4(X2. X), on choisit pour A’(X) le 
complcxc %“(Q,) (cf. 1.1). Le complcxe contient Ic complexe de tech entier W(X, 22) de X, 
et est quasi-isomorphc ri ~~~(X, (IZ). On notcra j I’injection W(X, Cc) 4 %“(X, Q,). On 
notera simplement par “*” les produits construits sur ces complexes par les mtthodes 
usuellcs, a partir des produits Z @ Z 4 Z, Qi @ III;: + fiz’q, Q: @ Q: + tlZ. 
Le complcxe W(Q$) est muni de la filtration de Hodge 
qui, compatible avec la differenticlle (qu’on notera dDR), induit la filtration de Hodge sur la 
cohomologie 
Hk(W(R;))= H'(X,c:). 
1.6. Choisissons unc application a1.z: H2(X, 2) +%'(X, Z) commc en 1.1. On con- 
struit alors le cone C;,.J et la section s,, z comme en 1.2, tel que H'(C;.,~)/fms,r z 
H'(Xz,X,Z). 
On a la suite exacte: 
0 -+ H3(X, iZ)-c H4(C;,.~)/fms,~ -+ Kerpz -+O 
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et la filtration par le poids sur H’(C;,,z)fms,z est definie par: 
ct;HJ(C;*. z),‘fms, z = H3(X, P) 
Iti H'(CL. Z),‘lms, z = H'(Ci.. z);‘fm s, Z. 
1.7. Choisissons d’autre part une application 
comme en 1.1. qui soit compatible avec les filtrations de Hodge. On peut mettre alors la 
filtration de Hodge, somme directe des filtrations de Hodge sur H'(X)@' et W(n;), sur 
CL F. et comme z4.r est compatible avec les filtrations de Hodge, cette filtration est 
compatible avec la differentielle D,. F, et induit la filtration de Hodge sur HJ(CQF). 
Celle-ci est evidemment compatible, via la suite exacte: 
O+ H3(X,(t)+HJ(C;4.F)+ Kerfic+O 
avec les filtrations de Hodge “usuelles” sur le premier et le dernier groupe, et d’autre part 
avec la section s,, de 1.2, du fait que H preserve la filtration de Hodge. Elle descend done en 
une filtration de Hodge sur ffs(C~,,,.)/fnts,,, compatible avec la suite exacte: 
0 + H'(X.(t)+ HJ(C;J/fn~s,, + KerIccr -. 0. 
1.8. Choisissons finalcmcnt une application 
Alors, commc expliquc cn 1.3. on obticnt un isomorphismc canoniquc ‘f’4 (ne dcpendant 
pas du choix dc (Dz,) cntre ~~‘(C;,,Z)/INIS~~ @ (II et HJ(C;,~~)/fm.s, F. 011 a done ainsi 
d&i canoniquement la structure entierc, la filtration par Ic poids et la filtration dc Hodge 
sur HJ(X2, X). 
1.9. Comme expliqud dans [Z], oti I’on rcfere a [I], la structure dc Hodge mixtc sur 
l’cxtension: 
(*) O- HJ(X)+HJ(X2,X)+ Kerp+O 
est detinic par une classe d’extension aeJ(H3(X) 0 (Kcrjl)“) (cf. definition 0.2). Notant 6’ 
I’image de D dans J(ff '(X) @ (Kerfi)*) par I’injection naturcllc J(H'(X) @ (Kerp)*) 4 
J(H'(X) @ (Kerfi)*), on dcduit de cc qui precede que d’ est la classe d’extension associk 
a la structure dc Hodgc mixtc construite implicitement dans Ies paragraphes prkcdcnts sur 
le groupe fiJ(XL, X). defini par le diagrammc suivant: 
(**I 
0 0 
1 1 
0 4 Kern = Kern -0 
1 1 1 
0 -, H’(X) -+ 17’(X2, X) --t Kerii -+ 0 
II 1 1 
O- H-'(X)- H'(X,,X)- Kerp -0 
1 1 1 
0 0 0 .* 
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et qui est canoniquement isomorphe aux groupes H4(C;,) des numiros pric6dents. A I’aide 
de la description prkidente de la structure de Hodge mixte, on va donner un reprtsentant 
explicite ai de 6: dans Homc(Ker fi. H’(X)). Par construction, (cf. 0.2), on obtient un tel 
relkvement ai en dtfinissant deux scindages a;: Ker,& + f?(Xz. X, Z). a;: Ker& -+ 
I?‘(X,, X, C) de la suite exacte (l ), oti cF est compatible aux filtrations de Hodge. On pose 
alors: 
1.9.1. ok = ai @Q: - 0;. 
Or I’application a4, Z: H’(X, Z)@ * -+ W’*(X, Z), qui induit par construction fiz en co- 
homologie, est exacte sur Kerfiz. II existe done 
flz:Ker&+%“(X,Z) 
telle que ~4.2 I kker fiZ = dZpZ (06 dZ dlnote la diffkentielle du complexe de tech U-(X. Z)). 
1.9.2. De mOme l’application CL*,~: Kerfic + %7(X, R,)(4) est nulle en cohomologie. et 
d’autre part est compatible aux filtrations de Hodge. II existe done 
flF: Ker j’ic 4 U-(X, R;)‘3) p&servant les filtrations de Hodge, telle que: 
1.9.3. Rappelant maintenant I’existcncc de 0’ (qu’on notera par la suite D1.: N’(X) @ 
HZ(X) 4 W’(X. R;)‘J’, construirc ti partir de ozr, selon la rtglc don&e en 1.3, telle que 
do,& =io(ad.z@(lJ)-a,.F, on obticnt sur Kerji la relation: dDRQx, = 
dDR( jo(/?z 8 Cc) - /IF), cc qui signifie quc jo(p+ 18 Cc) - pf - Q,, est zi valcurs dans les 
formcs d,,-fcrmks de %“(Q~)c3’. 
1.9.4. Notant oh: Kerj& -+ H’(X, c) l’application composk dc jo(/lz @ C) - 
flF - cb,, avec la projection: W(R;)’ n Ker dnR + H3(X), on a: 
1.10. LEMME. ak rcprisrntc la clusse 6’ de l’rxrensiort ( +* ). 
DL;monstration. En effct, pz fournit un scindage de 
en dlfinissant 
( **)z: 0 + H3(X, Z) -+ H4(C&) + Kerpz -+ 0, 
Pz: Keriiz -+ C& 
A valeurs dans les formes D,.,, fermks, par: flz(q) = (p+(q), q). 
De mime /IF fournit un scindage compatible aux filtrations de Hodge de la suite exacte 
( *+)F: 0 --+ H-\(X, Cc) -+ H4(C&) -, Kerjic + 0 en dkfinissant flF: Kerpc 4 C:,,, g valeurs 
dans les formes D,.,, fermtes, par: /T&I) = (/IF(q), q). 
Pour efl’ectuer la diffkence des scindages, on considke alors 
k = - %(iT,wr) f /7F. 
06 I’on rappclle que ‘?‘J, qui induit I’isomorphisme H*(CL*+ @ fE) + H'(C&), est donni: 
par la formulc: 
q4(o, rl) = (j(w) - %,(q). 4. pour(w, tl)~%‘(X, K) @ H’(X)@*. 
On obtient done: k(q) = (( - jo(& @I c) + Oz, + bp)(~), 0), qui est ri valcurs dans les formcs 
d,,-fcrmkes du sous-espace %‘(fI,)‘“’ de Cz,,,, et apres projection sur H’(X), fournit un 
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element cde Hom(Kerp=, H3(X)), qui d’apres 1.9.1 reprisente 
on obtient le lemme. 
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6’. Comparant avec 1.9.4, 
1.11. En utilisant le produit en cohomologie de Deligne, nous allons maintenant definir 
naturellement une autre classe 
La construction occupe les paragraphes 1.1 l- 1.18. Soit p := dim X. Considerons le groupe 
de cohomologie de Deligne H$‘(X x X, Z(p)); on a une suite exacte: 
0 -* J(Hzp-'(X x X))+ Hgp(X x X,P(p)) ~FPHZ~(XxX)nHZp((XxX,Z)-+O 
oti J(H*p-'(XxX))=H2p-1(X~X,~)/FpH2p-1(X~'X)~H2~-~(X,~~ 
1.12. Soit 3, EH*~(X x X, iZ)n FPHZP(X x X) la composante de Kiinneth de type 
(2.2~ - 2) de la diagonale de X x X, i.e. S, = c P:ei.pfe:, oti (ei) est une base de H'(X, ?Z) 
et (e:) est la base duale de H 2p-z(X Z). (On rippelle que la cohomologie de X est supposle ,
sans torsion). 
De meme soit 6z E If zp(X x X, Z) n FpHzP(X x X) la composante de type (4,2p - 4) de 
la diagonale. 
Avcc les autres notations introduites en 0.5 on a: 
1.13. LEMME. (Ax x id x id)*(p:,S, *p?,S,) = (id x Ax)+(cTz) - (id xj2)*(S2) - (id x 
j,),(J,)dans HJP(X xX x X,Z). 
DL;monstrafion. Notons Z le prcmicr tcrme de l’lgalite et soit [Z] I’&ment corres- 
pondant dc @ Hom(lZ’(X x X), Hk(X)) = @ Hom(tfP(X) @I N“(X), ffp'q(X)). Alors on 
peut montrerr (on renvoie g 1.23-1.28 pour (I%ablissement d’une formule analogue dans le 
cadre de la cohomologie de Deligne), que [Z](rp@ aq) = 6,(ap)*6,(aq), oti 6, est identifie 
a fdwt,~)~ @ Hom(Hk(X), Hk(X)). On en diduit: [Z](ap@ aq) = 0 pour (p. 4) # (2,2) et 
[Z](a’@ a”) = a2*a’2. 
D’autre part, si [Z’] denote maintenant le terme de droitc de I’egalite, vu comme un 
element de @ Hom(Hk(X x X), Hk(X)). On a: [Z’](/d) = b2(AX+(/1) -j;(p) -j?(p)), d’oti 
[Z’)(p) = 0,‘pour do/1 # 4, et ecrivant: 
HJ(X x X) = H'(X) C3 Ho(X) CD H2(X) ‘29 H’(X) 63 H’(X)@ H4(X), 
on obtient: [Z’](p’ @I PO) = PO(&) - j?p = 0, de mtme: [Z’]P” @ p4) = PO(&) - 
j;p = 0, et enfin [Z’](p2 @I ,u’~) = p2 @&L\, = p2*p’; dans H4(X). D’ou l’egalite 
[Z] = [Z’]. 
1.14. Choisissons maintenant des classes ql et q2 dans Hp(X x X, Z(p)) envoyies par 
c respeclivement sur 6, et a2. Rappelons l’existence du produit;, en cohomologie de 
Deligne, compatible, via c, avec le produit en cohomologie entiere, et l’existence d’applica- 
tionsf*,I,, pour/une application entre deux variltls kaleriennes compactes, compatibles, 
via c, avec les applicationsj+,f, dtfinies en cohomologie (cf. [43. [6]). On peut alors dtfinir 
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r) E ffGP(X x x x x, Z(2p)) par: 
rl = (Ax x id x id)*(p:,ltl;~2*Jv, I- W x AxL(rlr) 
+ Nxj2Lh2) + (id xj3Lh). 
1.15. Par la compatibilite avec c des operations produit. f* et /,, la classe 
c(tj)E HJp(X x X x X, Z) est nulle, d’apres le Lemme 1.13. Par la suite exacte: 
0 -* J(HJp-‘(X x X xX)) + H$‘(X x X x X, E(2p))A 
HJp(X x X x X, ZL) n FfpH4” + 0, 
11 determine alors un element de J(H’*-‘(X x X x X)). 
1.16. En utilisant la decomposition de Kiinneth de H’(X xX x X) sous la forme: 
H’(X x X x X) = 1 HP(X) 0 Hq(X x X), J(HJp-‘(X x X x X)) se projette naturelle- 
p+q=k 
ment sur J(H3(X)@ HJp-’ (X x X)). Finalement, en utilisant la decomposition de 
Kiinneth dc X x X et l’application quotient: H 2p-z(X)@ H’*-‘(X) -+ (Kerfi)*, duale de 
l’injection Kerjc G H’(X)@ H’(X). J(H’(X)@ Hap-*(X x X)) se projette sur 
J(ff’(X) @I (Kcr@)*). La projection du point rl fournit un element PE J(H’(X) @I (Kerfi)*), 
et la symetrie par rapport aux deux dcrniers facteurs dans la definition dc q montre que pest 
en fait un elcmcnt de J(ff’(X) @ (Kerp)+). On a: 
oi le ‘b. 1’ darts IL’S dcux dcrniers tcrmcs denote I’action sur les jacobiennes intermtdiaires de 
X x X x X x X dcs classes de Hodge pf4c(q,) et P:~c(~,). Soit i7~ H”*-‘(X xX, C) un 
relevemcnt de u et ecrivons sa decomposition de Kiinneth: 
c’= c ui 6 ofi, 
k+J=Zp- 1 
m.n 
oli U:E H’(X), P!,E H’(X). 
Pour kiter les confusions, nous noterons desormais p; les difkentes projections de 
X x X x X sur X, et p; les projections de X x X sur X, i &ant I’ordre du facteur. Compte 
tenu de c(q,) = 2 p’r”(ei).p;*(e:) (cf. l.12), on obtient: 
(A* x id x id)*(p:,C*pf4c(ql)) = * ei) * pi* vi * pi* e: 
in.” 
dans NJ*-‘(X x X x X). Comme on a de, = 0 et que H’(X) = 0, la projection de 
(Ax x id x id)+p:,i:*pf,~(rI~) dans la composante de Kiinneth H’(X) @ H4p-4(X) est done 
nullc. 
11 en va dc mEmc pour le terme p;,c(q,) - pf4fi. Si I’on change maintenant t/z en 
‘li = qz + w, ou WE JHzP-’ (X x X). on voit que p/ est transform6 en q’ = q + (id x j,)*(w) 
+ (id xi,)*(w) - (id x Ax),(w). Soit & un relevement de w dans HZ*-‘(X x X), et soit 
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%*p-4EH3bw3 “‘-‘(X) sa composante de Kiinneth de type (3,2p - 4). Alors les 
composantes de Kiinneth de type (3.4~ - 4) de (id xjz)*(G), (id xjs)*@), (id x Ax),(&) sont 
respectivement &gales a (id x jz)*(&+,_d), (id ~j~)~(ti~.~~-*), (id x Ax),(&). Or 
(id xi~L(~3.2~-~ ) est dans H’(X) @ HLPm4(X) @ HZp(X), (id xj3)*(&3.2,_4) est dans 
H3(X) @ H”(X) @ H 2p-4(X), et (id x Ax)*(~ij3.2~_4) est dans H3(X) @I (Ax),(HZP-‘(X)), 
qui se projette Cvidemment sur 0 dans H’(X) 8 (Kerfi)*, puisque Kerfi s’identifie au noyau 
de A;: H2(X)@ H’(X)4 H’(X). On en dtduit immediatement que la projection de ‘I’ 
dans J(H3(X) @I (Kerfi)*) est egale i celle de 4. Le Lemme 1.17 est done demontre. 
1.18. I1 rtsulte du Lemme 1.17 que I’ilement p~J(H’(x)@(Kerp)*) construit en 1.16 
est bien defini. et I’on se propose de montrer dans la section 2 le theorime suivant: 
1.19. TH~OR~ME. Les t+ments (I (d$ini en 0 2, 1.9) et p (dt!jini en 1.16) sont Pgaux. 
1.20. Finalement on sait qu’on a une application ao. ltendant I’application 
d’Abel-Jacobi usuelle, envoyant les cycles de codimension p, modulo equivalence 
rationnelle, d’une variete Y, darts H$‘( Y. z(p)) (cf. [4], [6]). O’D est compatible avec le 
produit et les applications /*, /; definis sur lcs groupes de Chow et la cohomologie de 
Deligne. Enfin c * cDD est I’application qui a un cycle associe sa classe de cohomologie. Si les 
composantes de Kiinneth 6, et S2 de la diagonalc sont algibriques, c’est-i-dire sont les 
classes de cycles algdbriqucs Z, et Z2 respcctivcmcnt, on peut done choisir vi = @gxx(Z,) 
et q2 = @i’.v(Z,) (cf. 1.14) et I’on a alors, posant Z = (A,V x id x id)*(p:,Z, *pf4ZI), 
Z’ = (id x Ax)*Z2 - (id xj2)*Z2 - (id xj3)*Z2. q = @ixxxx(Z - Z’). 
II a dijri ete montrc en 1.15 quc Z - Z’ cst homologuc a 0 dans X x X x X, de sorte que 
O~‘“‘“(Z - Z’) cst I’imagc par I’application d’Abcl-Jacobi dc Gritliths du cycle Z - Z’ 
dans J(HJp-‘(X x X x X)). 
Le Theortme 1.19 donnc alors unc interpretation algebriquc de I’cxtension Q: 
1.2 1. TH~OR~ME. La ckr.w d’extension a dt@ssunt lo structure de Hodge mixte sur 
n!(X), s’identifie d lu projection duns 
de l’imaye de Z - Z’ duns J(H4p- ’ (X x X x X)) par l’application d’Abel-Jacobi de 
X xX x X. (Certe projection hint en j&t, comme not6 en 1.16, un Plement de 
J(H’(X) @ (Kerp)*). 
1.22. Pour conclure cette section, on deduit lgalement du Theorime 1.19 une autre 
demonstration du thiorlme principal de [Z). Soit a une classe de Hodge dans H2(X)@ 
H’(X); alors ZLE HJ(X x X, Z) n F2HJ(X x X), et I’on a l’application composte 
I++=: J(H3(X) @I HJp-‘(X x X)) - J(H3(X) @I H4p(X x X)) 
ou p,f, denote la projection de X x X x X sur le produit du iCmc etjkme facteur, et p;;a denote 
abusivement le produit par la classe pi:%. 
Top 32:2-L 
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Si z E Ker fi, on a bien stir la commutativitt du diagramme: 
J(H’(X) @ H”‘-‘(X x X))i. J(H)(X)) 
projection 1 naturelIe II 
JW3W C3 Wr P)*) -JW3GV), 
0. 
oti cp. est difinie en faisant agir a sur H3(X) @ (Kerfi)*, et en notant que cette action passe 
aux jacobiennes intermidiaires, puisque LY est une classe de Hodge. 
Finalement le compoi de la projection de Kiinneth et de )(I,: 
J(H*“-‘(XxXxX))-rJ(H3(X)@H4’-4(X~X)) IL’ - JW3W) 
est lgal ri. pi * 0 (&?a). 
On en dkduit, avec les notations de 1.15, 1.16: 
1.23. LEMX~E. Soil aE Kerfi une classe entihe de type (de Hodge) (2,2); alors: v=(p) = 
P;*(P;:z*tl)* 
Soit maintcnant CTE J(H’(X) @I (Kerfi)*) la classe d’extension de 1.9: dtfinissons 
u: (Ker&,, + JH’(X). par u(a) = cp,(o), oti (Ker&, = S*NS(X) n Kerp. (u est a priori 
dkfini sur (Ker ii)+ mais comme aEJ(H3(X)@(Kerp)*)c J(H’(X)@(Kerp)+), 
l’application ainsi obtenue se factorise par (Ker j&,,#). 
Le thioremc dc [23 cst alors le suivant: 
1.24. THI~OR~ME. u s’idenrijie au compos6 de i’application d’Abel-Jacobi cDx: CH2(X)hom 
-, J(ff ‘(X)) et de I’applicafion prod&: (Kerp),,, + CH*(X),,, (qui est bien d&!ini, car 
X ktunf simpkment connexe. F/S(X) = CH’(X)). 
Les numCros suivants sont consac& ti la preuve de 1.24. 
1.25. Soit zE(Keri),,,; alors a est canoniquement un tliment de H$(X x X, Z(2)). En 
effct si z = 1 Di @ DI, avec Di E NS(X), on a DUE Hh(X, Z( 1)) 2: NS(X), et il suffit de poser 
i 
a=~p;*D,;,p;*D;EH4,(XxX.2(2)). 
i 
Mais pour S(E Hi(X x X, Z(2)) la formule 1.23 devient: 
1.25.1. V,(P) = P;,(P;~~z ;q). 
Rappelant maintenant que: 
v = (AX x id x Whf~ttl;, P?.GII) - (id x ALX)&I~) 
+ (id xh)+(tld + (id XhMA 
on tire de 1.251.. en notant les Cgalitts: 
Pi3 = p34lA,xXxX* p’;‘p;3 = p31AxxXxX = p; 
PiQPi3 = p4lA,xXxX = pi* 
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la formule: 
1.25.2. CP,(P) = c P;,(& x id x id)*b?~rll ;, pf4ql ; pf4 ;1 P~DI)) 
I 
-$p;*((idxA,)*(~2)i)p~Di;, P>*&) 
+ Cp;*((idxj2)*('/2);)p;LDi;) P;*DI) 
1 
+ c pi,(W xjJ)*h) ;, pi*Di ; pi*DI). 
I 
II est evident que les deux derniers termes sont nuls, de sorte que 1.25.2. devient: 
1.25.3. CO,(P) = c P;,(@x x idx id)*(pfJvI ;, PLV~ ; PfDi ;, PZD;)) 
1 
- F pi,(W x Ax)* ;, p?Di ;, P>*DI). 
Manifestement le second terme de cette somme est encore &gal a c p;,(gz ;, p;*(Di ;, DI)); 
I 
on a le lemme: 
1.26. LEMME. Si a = C Di @ DIE Kerji on a: 
T p;*(q2 ;, p;*(D, L D;)) = 0 duns Hi(X). 
Dhnonsrration. Comme la classe de cohomologie entitre de c, D, . 0: est nullc, 
c, D, ;, D;cJ(H’(X)) c Hi(X, Z(2)); or la restriction de I’application Dp;r(t/2 ;, p;*): 
H&Y, Z(2)) 4 HW, Z(2)). ti J(H’(X)) est &gale a I’application P;,(c(P~,)=P;*): 
J(H’(X)) + J/f’(X), qui est nulle car c(q2) est la composante de Kiinneth de type 
(4,2p - 4) de la diagonale de X x X. 
1.27. Par Ie Lemme 1.26. 1.253 devient: 
1.27.1. G(P) = XI P;+((& x id x W*(pF~rll ;, PLV, ;, P?Q; pdlD;)J et comme 
p;+o(Axxidxid)* =A,$op12* 1.27.1 devient: 
1.28. LEMME. ~,~~(pf,q~ ;, p&q, I pfD,;, pfDI) = p;*D,;, p;*Didans Hi(X, Z(2)). 
DPmonstrarion. 0nap,2=p;20p,23,0tip123:XxXxXxX+XxXxXestlapro- 
jection sur les trois premiers facteurs. D’autre part, p L3 = p;30p123 et p3 = p;op12,. II vient 
done: 
1.28.1. / := PI~+(P:~‘I, ;, P:.+v, ;, PW,;, PAD;) = P;~,~(P,~,),(P:~J(P;~~, r; p;*D,) . D 
pfsq, ;, pf D;), ce qui devient, par la formule de la projection: 
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1.28.2. /= P;~*(P;C~'II i P;'Di L P~zJ*(P?~~I ;, pJ*DI)). 
Or on a manifestement: 
1.28.3. P,z,*(P~J’I~ ;, pJ*DI) = p?(p;,ql ;, p;*DI). 
1.28.4. D’autre part q, EH$‘(X xX, Z(p)) est une classe de cohomologie de Deligne 
telle que c(r~t) = b,, de sorte qu’on a le diagramme suivant: 
Comme H’(X) = 0 
P;*(rl* ;, pi’): mx, Z(l)) + Hi(X, Z(1)) 
lc lc 
Id = p;*(c(q,)-pi*): H’(X) + HZ(X). 
I’application c: Hi(X, Z( 1)) + H*(X) est injective, et done: 
p;+(rj, ; p;‘*D) = D, V DENS(X). 
1.28.2. devient alors, par 1.28.3 et 1.28.4: 
1.28.5. /= p;z+(p;*JrJt L p;*Di 6 p;‘Di). 
Commc pi = p; 0 P’,~, par la formulc dc la projection 1.28.5 dcvicnt: 
1.28.6. /= p;*D~;,p’,~,(p\‘Jr/, ;,p;‘Di). On a cnfin 
et done en appliquant cncorc 1.28.4 on obticnt: 
1.28.7. /= pl;*D; ;, p;* D,. c’cst-a-dire le Lemmc 1.2.8. 
1.29. Du Lemme 1.28. et dc 1.27.2 on tire finalement 
1.29.1. ~p,(p)=A~ 
( 
Cp;*Di;,p;*Di’ 
) 
=CDi;,D;. 
Or ceci est exactement le Theorime ;.24, compte tenu de I’egaliti p = u du 
Thtorime 1.19, et du fait que I’application (Kerii),,, -t J(H3(X)), definie par IDi @ 0; --* 
ED, ;, D;cJ(H’(X)) c H;(X, Z(2)) est le compost de l’application d’Abel-Jacobi de 
Griffiths et du produit (Ker &, + CHZ(X)hom. 
§2 
2.0. Cette section est consacree a la preuve du Thtortme 1.19. Celle-ci se fait essentielle- 
ment en deux &tapes qui pcuvent se rtsumer de la facon suivante: apres avoir introduit le 
complexe de Dcligne et decrit le produit sur ce complexe, on montre comment la donnee 
d’un triplet a. = (!Q, aF, 0,) generalisant 1.6, 1.7. “relevant” un morphisme de structure de 
Hodgc a: Hk(X) + Hk( Y) au scns dtcrit en 2.3.1, ainsi que la donnle d’un triplet 
8. similaire, relevant Id: HzPbk(X) -, HzJ’-k(X), p = dim X, permettent de construire une 
classe de cohomologie de Dclignc ql.0. sur le produit X x Y. 
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Faisant X = Y, z = I&z,,~, = z2, on associe a zz. un triplet x4. comme en 1.2, 1.4 et 
difmi sur H’(X)@ H’(X), done sur ff’(X xX). Le triplet /I. defini sur H2p-‘(X) 
s’etendant naturellement en un triplet ;‘: dtfini sur ffaP-‘(X x X), la premiere itape 
(prop. 2.8) consiste a montrer I’egalite dans HiP(X x X x X, Z(2p)) des classes qz4y’et q’:= 
(Ax x id x id)*(p:,q’z p ;, pzar)‘z.‘). 
Dans la seconde &ape on revient au cas d’un produit X x Y, et on se donne un triplet 
a. relevant un morphisme de structures de Hodge z: H’(X) -, Hk( Y), ainsi qu’un triplet 
y. relevant fdflw~,,r); supposons pour simplifier que a = 0; alors qa .r satisfait c($~ ) = 0, et 
done est naturellement un element de J(HZp-‘(X x Y)), qui se projette sur 
J(Hom(H’(X). Hk- '(Y))). Par ailleurs, comme en 1.5 le triplet Z. permet de construire une 
structure de Hodge mixte sur Hk(Czz), oli C,, est le cone de la composante az de Z. ; si a = 0, 
on a une extension: 
0 4 H'-'(Y)-. H'(C,,) + H'(X)- 0. 
qui est compatible avec les filtrations de Hodge, et done une classe d’extension (cf. 0.2) qui 
est lgalement dans J(Hom(H’(X), H'-'(Y)). La seconde &tape consiste essentiellement 
a montrer IVgalite des elements de J(Hom(H’(X), H'-'(Y))) ainsi obtenus. En fait on 
a besoin de considtrer le cas plus general oti a est non nul, et on etablit (prop. 2.13) un 
Inonce analogue sous les hypotheses expliquccs en 2.12. 
2.1. On utilisera In description suivante de la cohomologie de Deligne (cf. [S]): 
Rcprcnant its notations dc Q I. on a pour unc varietc Y(munic d’un recouvremcnt ouvert 
adcquat fixc) Its inclusions jz: Z”(Z) CT %“(n;). et j,,: F%“(R;) 4 %‘.(Q;), ou FV”(QC) = 
‘k”(FW;) dctinit la filtration dc Hodgc dc V(f&). 
Lc complcxe de Dclignc Z,(p) CSI dcfini commc le c6nc de jz -j,. On adoptc Its 
conventions de signe suivnntcs: 
Z&I)” = ‘t”(Z) $ FPCL”(f&)“’ $ w*(Q;)“- I), 
et si Jz et dDR denotent les differentielles du 1” facteur et des deux derniers facteurs 
respectivement, la difkcnticllc de Deligne 19; est dehnie par: 
2.1.1. D;(&, & s:_,‘) = (ki. d,,&, 7: - 6 - &vDH). 
2.2. Les produits Z @ Z + 2, f& @ f& + f&, FpQ; @ F“f& + FP+“(R;) induisent des 
produits (compatibles avec la regle de Leibniz) sur chacun des complexes de Tech con- 
sidires plus haut: 
‘6’(Z) @ W(2) -+ W(Z) 
FW (Q;) &I Fq%"(f&) + Fptqrl"(Q;), que I’on notera indistinctement par “*“. On con- 
struit alors le produit ” . 
D 
” sur lc complexc de Delignc, par la regle suivante: 
;, : z,(p) 8 zD(d -+ zD(p + 4) 
est don4 par: 
Ce produit satisfait la reglc de Lcibniz. D’autre part, il induit un produit semi-commutatif 
en cohomologie (cf. [5]). 
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2.3. Etant don&es deux varittes X et Y, munies chacune d’un recouvrement ouvert, on 
considerera le recouvrement produit sur Y x X, de sorte que notant pl. p2 les deux 
projections on a des applications naturelles p:: W( Y, Z) + W( Y x X, Z), p;: W(X, Z) + 
u.(YxX,Z),p::~.((Q;)~‘g’(R~,X),pZZ:V’(Rx)~~.(n;..~). 
Darts ce qui suit on a: dimX = p, et la cohomologie de X est sans torsion. 
2.3.1. Supposons now don& a: H’(X) + Hk( Y), un morphisme de structures de 
Hodge, oti k est un entier pair, et un triplet a. = (az, aF, 0,) oti: zx: H’(X. Z) + Wk( Y, Z) est 
a valeurs dans les dz-cocycles de Y, et induit a en cohomologie. 
zxf: H”(X, UI) * W( Y, f2;)‘k’, est a valeurs dans les da,-cocycles de Y, induit a en 
cohomologie, et est compatible avec les filtrations de Hodge. 
a,,: H’(X, (II:) -+ U;‘( Y, fit)‘“-” est une homotopie entre zz 8 tlJ et ap, i.e. satisfait: 
dD,&z =j”(ax@c)-aF. 
2.3.2. Choisissons d’autre part un triplet 0. = (/lx, bF, OF), ou /?x: Hzp-‘(X, Z!) --, 
Kzp-‘(X Z) est a valeurs dans les dz-cocycles de X et induit l’identitt en cohomologie. 
SF: N2pJk(X, (II:) -. W-(X, Q;) est a valeurs dans les d DR-cocycles de X, est compatible avec 
les filtrations de Hodge et induit lgalement l’identite en cohomologie. 
CD,: HZp-k(X, cc) -+ ‘E’(X, Q;)+k- 1) est une homotopie entre & 8%’ et pF, i.e. 
satisfait: dDRmB = jo(& @I C) - pF. 
On va construire alors un cocyclc de Dcligne r)lp E Z,(p)( Y x X), de dcgrt 2~. par la 
formulc suivante: 
- &” := CP:az(e,).prPz(e:)E~zp(YxX.Z), 
I 
ou (e,) cst unc base de Hk(X. Z) et (e:) la base dualc de If2p-k(X). 
- # = c pfa,(e,)*pf/‘l,(e:)E FW’( Y x X, Cl;, x)(2P’. 
i 
Le fait que qzf soit bien un element de F%” resulte de ce que aF et /IF preservent les 
filtrations de Hodge. 
2.3.5. On verifie que $ B est bien un element Da-fermi de ED(p): il est evident que qiB et 
sont respectivement dZ et d,,-fermes, et il reste seulement a verifier: 
= q;! + d,,&f, ce qui est immediat, comte tenu de k pair, et des relations d,,@,, = 
it 63 c - /?F, dDROa = az @I (I: - aF, dzaz = dDRaF = 0, dz& = dDRPF = 0. 
2.3.6. 11 est immediat que la classe de cohomologie entiere c(q’ p ) E H2p( Y x X, Z) n 
FPHZp( Y x X) s’identifie a a, via le compost: Hom(H’(X), H’(Y)) = H’(Y) @ HZp-‘(X) 
G H *‘( Y x X). (On rappelle en effet que c est induite en cohomologie par la premiere 
projection Z,(p) + Z qui cst un morphisme de complexes). 
2.4. Appliquons ceci au cas ou Y = X, k = 2 et a =: a2 est l’identite: H*(X) -+ H*(X). 
On Test donne en 1.6, 1.7, 1.8 un triplet a2. = (al,z, a2.p, 0,,,) satisfaisant les conditions 
de 2.3.1. 
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Choisissant alors un triplet 8. = (&. /&, (Da) comme en 2.3.2 (avec k = 2) on construit 
comme en 2.3.4, 2.3.5 un element 
rlzz @ E W(X x X, &I(P)), 
dont la classe c(r).” 8, est egale a 6t. 
2.5. A I’aide de cette construction, on peut faire le lien entre les deux parties de la 
Section 1: 
2.5.1. A l’aide de z2. on determine un triplet aq. = (ad, Z. a4.F, @,,,) comme en 1.2, 1.3, 
dlfini sur H2(X) @ H2(X), et done sur H4(X x X), via la projection de Kiinneth. 
2.5.2. A I’aide de p. on peut dlfinir un triplet y. = (yt, yF,r), defini sur H2pe2(X) @ 
HZPs2(X), avec: yz: H2P-2(X, PI) @ H2Pm2(X, Z) -* V4Ps4(X x X, Z) 
yF: H2p-2(X,.)@ H2P-2(X,C)-+W(X~X,i2;;x,~)4P-4 
~,:H’P-2(X,.)@H2~-2(X,UJ)-+Wg’(XxX,R~xx)4~-5, 
par la formule: 
2.5.3. Yzb @a w’) = P;*h(4*P;*Bz(~‘) 
YFb (8 w’) = P;+Pm’P;*BF(~‘) 
@+J 6) w’) = p;*~z(w)~p;*@p(w’) + p;‘@&J’)‘p;*p&J’). 
On virifie immediatement que y. satisfait les conditions de 2.3.1 et est un reltvement au sens 
de 2.3.2 de I’application naturelie 
I12p-2(X) @ H2“-‘(X) + H4p-4(X x X). 
On peut itendre alors y. en y: = (y;, y;, O,,.): 
H4P-4(X~X)--r~4p-4(X~X,jZ)$~‘(X~X,R;(xX)4P-4~~~(X~X,Rj(xX)4p-s, 
satisfaisant les conditions de 2.3.1, tel que y: releve I’identitt de HJp-*(X x X). 
2.6. A I’aide de a4, (dlfinie en 2.5.1) et y: , on construit alors par la formule 2.3.4, un 
element 7” ~1’ de H$‘(X x X x X, Z(2p)). 
2.7. On a aussi, en reprenant le cocycle @z.*B. de 2.4, I’element $:= (Ax x id x 
W*(p:,? g8. ;, PO ‘* *B ) de HiP(X x X x X, Z(2p)). 
On a alors: 
2.8. PROPOSITION. 4’ = ~*a “I duns H;P(X x X x X, Z(2p)). 
Dhonstration. On a ‘I’ = (vi, r7b1,, qbR) et par la description 2.2 du produit ;, on a: 
2.8.1. vi = (Ax x id x id)+(p:,rt~,8..pf4t]~,8-). 
Par la formule 2.3.4.. on a maintenant: 
2.8.2. ~2.’ = 1 P;*~xz.z(e,).p;*Bz(e:), oli (e,) est une base de H2(X, Z) et (e:) la base 
f 
duale de H2p-2(X, Z). II vient done 
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2.8.3. 
qi = (A, x id x id)* C P:~~.Z(ei)‘Pf(BZ(“:))~Pfz:.Z(ej).PfBZ(e:) 
Ci.jb > 
= ,:, P;* (I2. Ztei) .z:.z(ej)).p;*Bz(e:)‘P~Bzrt. 
Or, par la ditinition de aq.z et yi ceci est encore tgal i: 
Appliquant maintenant la formule 2.3.4 i a4 et $, on obtient immtdiatement I’igalitt 
rli = &’ ’ (en notant que les ei @ ej forment une base du facteur direct H’(X) @ Hz(X) de 
If’(X), et les e: @ ef la base duale dans le facteur direct Hzpe2(X) @ H2p-'(X) de 
H4p-4(X). et qye a4 est par dlfinition nulle sur le suppltmentaire nature1 de 
H'(X)@H*(X) dans H'(X)). 
2.8.5. On montre exactement de la meme man&e l’kgalitk q>l, = q?x!’ des composantes 
de Hodge de q’ et r]‘* 8’. 
2.8.6. Par la formule du produit don&e en 2.2, on trouve: 
D’aprh 2.3.4. on a d’autrc part: 
‘I :;I! = C P~*a2,Z(Ci)‘pl;*(Dlr(e:) + Cp;* (D,,(C!i)*p;*/Ip(e:). 
i 1 
11 /I 
tlZ ktant tcrit en 2.8.2. vi?’ hnt donnt par unc formule analoguc (oti “F” remplace “2”). 
on obticnt: 
2.8.7. I& = (Ax x id x id)+ C P:‘*2.+(c~),p~Pz(e;t).pia2,Z(e,).pJ+~~(ej) 
(i.I, 
+ (5, P:a2,z(ei).PfBz(e:).Pf~,~(el).pXSF(ef) 
+ C p~a2.+(e~)*df~~(e~)~Pfa2.~(ej)'PfP~(e~) 
(Ll) 
+ C p:~D,l(ei).pfllF(e:).Pfa2.F(ej).PJ*llF(ef) . 
Ci.jl 1 
Soit encore: 
2.8.8. rlh = ,z, pi*h.z(ei 8 ej).P;*Bz(e:).p;*~l,(ef) 
+ (z, pi*h.z(ei)- cD,,(ej)).p;*Pz(ei+).P;+PF(e;) 
+ C P;‘(z2,z(ei)*z 2.F(e,)-p;*~B(e:).p;*BF(e;) 
U.l) 
+ ,z, P;* (~,,(e,).at.F(e,))‘P;+BF(e:).P;+~p(e;). 
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2.8.9. Rappelons maintenant la difinition de $, (cf. 1.3 et 1.9.3) U$,(y @ 7’) = 
@z:(j’).%.F(Y’) + %.z(~)*%2(jl’). 
Remplacons d’autre part fiz par /IF + d,,@, dans la seconde ligne de 2.8.8, et z?.~ par 
z:. z - dDR02: dans la 3 lime ligne de 2.8.8. II vient alors: 
2.8.10. rlb~ = 1 P;*~,(ei~ej)'P;*PF(e:)'p;*BF(eiS) 
hi) 
+,~,p;*(l.z(ei).~,~(ej)).d,,~T~r(e:).~;*Bf(P:) 
1. 
+ (~,P;'(I~.z(ei~ej).(P;*Bz(e:).P;'~a(ef) + pi*@&?)*p?8&i*)) 
- i p;*(z:.z(ei).dDR~l~(ej)).P;*~g(e:)'P;*BF(ei*). 
0.j) 
Or par la dtfinition de 7. = (7~. yF, oy) donnke en 2.5.2, ceci est encore: 
2.8.11. 
Comme le tcrmc entre accolades dans 2.8.1 I est un dDR-bard, on trouve finalcment: 
2.8.12. 
Or, si I’on se rCf&re d la formule 2.3.4, on voit quc le second mcmbre de I’lgalitl est 
exactement ~2~~. De 2.8.4, 2.8.5, et de I’Cgaliti qbK g ~‘4 71 on dkduit finalcment ‘I’ = q’* Y: 
dans HiP(X x X xX, Z(2p)) et la Proposition 2.8 est dt?montrCc. 
2.9. On rappelle maintenant que le point pcJ(H’(X) @(Kerp)*) construit en 1.16, est 
tel que son image dans J(H’(X) @ (Kerfi)*) est la projection de )1~ J(H4p-1(X x X x X)) 
Oti 
v = (AX x id x id)*(p?,rll ;, ~2+4tll) - (id x &L(vz) + W x_hLh) + (id xid,h), 
q1 et qz ktant des Ckments de Hp(X x X, Z(p)), avcc c(q,) = S2.zp_2 et c(q2) = S,,,,_,. 
D’aprts 2.4, on peut prendre q, = q’* ‘8, et avec la notation 2.7, on a alors: 
2.9.1. q = tt’ - (id x A.r)*~z + (id xjz)+tlz + (id xj3)*q2, ce qui par la Proposition 2.8 
fournit: 
2.9.2. q = v’*.~: - (id x A,),h) + (id xj2)*(q2) + (id x j3)*(q2). 
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2.10. Soit Zr cCffP(X x X x X) le cycle (id x Ax)(X x X), Zz (resp. Z,) le cycle 
(id x j2)(X x X) (resp. (id x j,)(X x X)). On virifie facilement qu’il existe des classes de 
Deligne t)f E Hz(X x X x X, 2(p)), telles que: 
(idxh)+h2) = Z2 i ‘I; 
De plus, on peut supposer que c(~I)EH~~(X xX x X, 2) est dans la composante de 
Kiinneth Hom(H 2p+4(X x X), H’(X)) z H*(X) @I H2p-4(X x X) de HZp(X x X x X, Z). 
2.9.2. devient alors: 
2.10.1. q = $6 y: - Z, ;, q; + 22 ;, tl; + 23 ;, rt;. 
2.1 I. Notons maintenant que les cycles Zr, Zz, ZJ de X x X x X sont de la forme 
pi: T,, pi+3 T2. p;j T, respectivement, ou Tr, G, T, sont les cycles de codimension p de X x X 
egaux respectivement a la diagonale, X x 0, et 0 x X. 2.10.1 s’ecrit done enfin: 
2.11.1. r) = +y: - ps Tl ;, q’, + p;‘J T2 ;, q; + pi? Tj ;, q; et I’on peut verifier facilement 
que la projection de q~.l(H~~-’ (X x X x X)) dans son quotient J(H’(X) @ (Ker k)‘) ne 
depend ni du choix des $, avcc c(q;) fixi, ni du choix des T,;EH~(X x X), avec c(TJ tixi. 
2.12. Considcrons gentralement la situation suivante: 
2.12.1. Soit dim Y = 2p, k un entier pair, c , , c2, c3 trois classes de Hodge dans 
HzP( Y, 9); soit a un morphismc de structures de Hodge: a: H’( Y. 2) -+ H’(X, 2) et soit 
a. = (az, aF, 0,) un triplet relevant a comme en 2.3. 
2.12.2. Supposons qu’il existe a,, a2, a,, des morphismes de structure de Hodge: 
al: H2p+k( Y) + H’(X); tels que: a = a1 oc, +a20c2+a30c3, oti c~:H~(Y)+H~~+‘(Y) 
denote le cup-produit par la classe c,. 
On a alors Kera 3 KercInKerc2nKerc,. 
2.12.3. Choisissons un triplet y. = (yx, yr. (o,), avec 
yz:H4P-k(Y,2)-+V4”-k(Y,2) 
yF: H4P-k( Y, C) -+ W( Y,0;)(4p-k) 
@,: HJp-‘( Y, C)-, W( Y, R;)4P-k-‘, 
comme en 2.3.2. 
2.12.4. Choisissons des classes qr E: Hp(X x Y, 2(p)) satisfaisant c(q,) = a, E H2p(X x 
Y, Z) n FpH2p(X x Y) et choisissons aussi des classes X,E Hc( Y, 2(p)) telles que C(xi) = c{. 
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2.12.5. A I’aide des triplets IX. , y. on construit q”.‘.~ff$‘(X x Y, Z(2p)) par la formule 
3 
2.3.4. Considerons maintenant rf := $ y - 1 vi ;, q*xi, oli q est la seconde projection 
1 
x x Y + Y. 
On a ~(7”) = 0 par 2.12.2, done q” s’identifie a un element de JH4“- ‘(X x Y). On 
a maintenant une projection naturelle: 
J(H ‘p-1(Xx Y))-I(H’-l(X)@( Q Kerci>‘) 
compoie de la projection: 
J(H+‘-‘(X x Y)) + J(H’-‘(X) @ H4p-k( Y)) 
et de I’application quotient: 
J(Hk-‘(X) &I H4p-k (Y))+J(H’-*(X)@(n Kerci)‘). 
Soit p” I’image de I]” par cette projection. 
2.12.6. Le triplet a. determine une structure de Hodge mixte sur H’(C&). oli C,, est le 
cone de I’application az: Hk( Y, Z) + Wk( Y, Z) c W( Y, Z), qui est un morphisme de com- 
plexes, puisque dz 0 az = 0, le premier complexe itant reduit a I’espace Hk( Y, Z) en degrt k. 
Cette structure de Hodge mixte est dccritc en 1.6-1.8 (modulo un changement de notations. 
La structure dc Hodgc mixte ainsi construite fait evidemment de I’extension: (*) 
0 -+ ff’- ‘(X) + ffk(C;,) + Kera + 0 unc extension de structures de Hodge mixte. 
2.12.7. Commc en 1.9, on en deduit done unc classe 
g”E J(H’-‘(X) @ (Kera)*), 
qui classihc la structure de Hodge mixte sur I’extension (*). 
On a alors la proposition suivante: 
2.13. PROPOSITION. Les classes p” et c” sont lides par lu relation suivante: de Ker a 3 
Kerc, A Kercz n Kerc3 on dPduit yue J(Hk-’ (X) @I ( n Ker cl)*) esc un quotient nature1 de 
J(H’-‘(X) 8 (Kera)*). Alors I’imuye de c” clans J(Hk-‘(X) 8 (n Kerc,)*) esr &yule d p”, 
La preuve de la Proposition 2.13 sera esquisde un peu plus loin. Nous montrons 
d’abord comment le Theoreme 1.19 se deduit de ce qui precede: 
2.14. Preuve du ThPorPme 1.19. 
2.14.1. En $1, partant d’un triplet az. = (a2.z. azmf, O,,) on a construit un triplet 
x1. = (zJ.+. rJ.f, 0,) difini sur H’(X) 63 H’(X), et relevant (au sens de 2.3) I’application fi. 
A I’aide de ce triplet on a construit la structure de Hodge mixte sur H4(Ci. ,), dont la classe 
d’extension B’E J(H3(X) @ (Kcrfi)*) provient de QE J(H3(X) @ (Kerp)+). 
2.14.2. Posant Y = X x X, et dtfinissant a. = a.on,,, oti n2.2: H4( Y) + H’(X) @ 
H’(X) est la projection de Kiinneth. on a la donnie 2.12.1 et la classe 
a”eJ(H’(X) 0 Ker(pon,.,)*) construite en 2.12.7. De toute evidence 0” est I’image de o’ 
par l’application (injective) naturelle: J(H’(X) @ Ker(fi)*) --, J(H’(X) @ Ker(fio z~+~)*). 
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2.14.3. Par ailleurs on peut 
notations: 
c, = c(T) (definies en 2.11) 
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appliquer la Proposition 2.13 en faisant le changement de 
z, = - c(q’,). x2 = + c(qi), z, = + ~(7;). (vi d&ties en 2.10), et enfin 7. = y: , q = pij. 
Cette proposition dit alors que la projection de u” dans 
J(H’-‘(X)@(n Kerc(Z))*) 
est egale i la projection de 
9 
Lx. “7’ 
- p;? T, ;, q’, + pi: T, ;, q; + p;? T, ;, q;d(H4”- ‘(X x Y)) 
dans le meme quotient. 
Notant finalement que Ker c( & ) n Ker c( G) n Ker c(T,) s’identifie a Ker ji, et rappelant 
que: $’ .i” _ pi? TI ;, ‘I; + pi+3 & ;, +$ + pi? T, ;, vi, d’apres 2.11.1, on trouve enfin: La pro- 
jection de q dans J(H3(X) @ (Ker ji)*) est egale a r~‘, ce qui est exactement le Theo&me 1.19. 
2.15. Preuve de la Proposition 2.13. 
2. i5.A. I’= etapc: 
2.15.A.l. Construisons pour i = 1,2, 3 dcs triplets ai, = (zi. z, CX~,~, CD,,) comme en 2.3.1, 
rcprtscntant c(i: Hzp+‘( U) 4 H’(X). 
2.15.A.2. Definissons alors Ic triplet a: = (&, a;., CD,.) oti 
a;: H’( Y, Z) 4 %‘k(x. iz) 
a;: H’( Y, C) -+ fk’(X. Q,)’ 
ca,.:H’(Y,cC)-,CC’.(X,R;)k-1, 
satisfont Its conditions de 2.3.1, par: 
3 
a; = C Cli,F'Ci 
i=l 
Comme a = i a, 0 c,, a: est un relevement dc a au sens de 2.3. I, et a I’aide du triplet 7. de 
= 
2.12.3, on peit lonstruire $” E HiP(X x Y, Z(2p)) comme en 2.125, par la formule 2.3.4. On 
a c($” ) = c(rf.7 ) = a, et done ‘lay. - $‘y. est un element de 
J(H4p-L(X x Y)) c HtP(X x Y, Z(2p)). 
On a alors: 
2.15.A.3. LEMME. La projection de qx7 - ‘I”’ dans 
esf @ale d la projection de u” EJ(H’-‘(X) @ (Ker a)*) dans le mPme quotient. 
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Dhwnstration. En 1.9-1.10, on a exhibe un representant explicite do 
Hom(Ker xc, Hk- ‘) pour la classe 0” classifiant I’extension de structures de Hodge mixtes: 
0 -+ H’-l(X)+ H’(C,,)- Kerz -0 construite i partir du triplet z.. On choisit 
/?z: (Kerr)2 + %‘-‘(X, Z) tel que dx/?z = zzI(Kcr+; on choisit pF: (Ker x)g + 
U’(X, n,)c’- I’, preservant les filtrations de Hodge, telle que dDRBF = xfItKcrz)c. On ddfinit 
alors, d: (Ker a)~ + H ‘-‘(X C) comme I’application induite en cohomologie par: 9 7 
2.15.A.4. -i 0 (/Iz @I C) + bF + CD,, qui est i valeurs dans les da,-cocycles de 
‘6’(X, n:,)‘k- 1). 
Pour obtenir la projection de Q” dans J(H’-‘(X) @I (n Kerci)*), il sufht maintenant de 
restreindre d a n Kerci c Ker z. 
2.15.A.5. Rappelons maintenant la definition explicite de v’.~. 
On a: rf 7 = (vi’, vii;, six) et pour (ei) une base de H’(Y, it!). (4:) la base duale de 
Hop-‘( Y, Z), les egalites: 
On a bicn stir la definition analoguc pour q’l”; il vient done: 
2.15.A.6 &Y _&Y = C f *Wei) - ai(eA)*q+k(eF) 
$4 - rf$L = 1 p+(aF(e,) - ai.( - q* yF(e:) 
1 
tjii - q$E = 2 p*(aZ(e,) - ai(ei)).q*@,(e:) 
1 
+ C p*Pkki) - @,h))~q*~&?). 
I 
2.15.A.7. Comme az et xi induisent la mime application en cohomologie, il existe 
pi: H’( Y, Z) + Wk-*(X, Z) telle que dz& = ax - ai. 
De meme, comme aF et a; induisent la meme application en cohomologie, et preservent 
les filtrations de Hodge, ii existe /Ii,: Hk( Y, C) + W”(X, Q,)‘k-‘), prbervant les filtrations de 
Hodge ct telle quc dDRIJk = zp - a;. II vient done: 
et 
ou le dernier terme est un element de F’W’(R ,ipx r). En appliquant la definition de la 
difhkentielle DD on trouve que vzY - rf”. est Igale, dans Hz(X x Y, Z(2p)), a q”‘, oti: 
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2.15.A.9. r$ = 0, 7;’ = 0 
rl;;X = C P’(xZ(ei) - zi(ei))*cl’@,(ei+) + ?P’((@x - @,,,)(ei))‘4*7F(C) 
i 
- T P’Biki)*4*‘lzW) + F P+B~kd)~q*7&~). 
Rappelant finalement que dDRoy = jo (yz @ c:) - yp, on obtient: 
2.15.A.10. P’(xz(ei) - &(ei))*q*@,(e?) = dDRtP*Bi(ei).q*~y(e:)) 
&oh finalement: 
2.15.A. 11. 
If;;;P z? P*((@, - @,*)(ei)) ‘q*YFfe:) + T p*P&i)*q*?+(e?) - 1 p*fii(d’q*YF(e:) 
i 
= 7 P*((@, - %‘)(ed + k(ei) + h(ei))*q*YF(e?). 
Or pour tout i, (0, - (D%‘)(ei) + /?Z(ei) - /Ii est d,,-ferme, et done la derniere expres- 
sion est une classe de cohomologie S dans Hk- ‘(X) 8 HJp-‘( Y) 5 Hom(N’( Y). H’-‘(X)), 
telle que: 
2.15.A.12. S(e,) = (0, - @,,)(e,) + /&(e,) - flz(e,). 
Bien sdr, Ie calcul qui precede montrc que 6 est un rclevement de $7 - @’ darts 
H4p-‘(X x Y, C). 
2.15.A.13. Pour obtenir finalement la projection de 9” Y - rf’/ darts J(H’-‘(X) 8 
( n Ker c,)*) il sutlit de restreindrc 6 a n Ker cl, et comme par definition O’ols est nul sur cet 
espace, on trouve: 
2.15~15. 61, Kcrc, = (0, + p; - Pihn Kcrc,. 
Enhn. comme ai et a; sont nuls sur n Ker ci on peut choisir dans 2.15.A.4. flz, A Kerr, = 
kin Kcrc, et PFln Kcrc, = hln Kerc,. On a alors I’tgalite de 2.15.A.5 et 2.15.A.15, ce qui 
prouve le lemme 2.15.A.3. 
2.15.B. 2cme &tape: 
2.15.B.l. On choisit un triplet 6. = (Sz, SF, (Da) avec 
Sz: H2P-k( Y, Z) 4 W2”-‘(Y, Z) 
6,: H2p-k( Y, c) + ws’( Y, t&)‘2p-k’ 
Q,: H2p-k(Y,C)~%‘~(Y,.;)(2p-k-L’, 
relevant l’identiti de H2“-‘( Y) et satisfaisant les conditions de 2.3.1. On peut choisir alors 
rli = rf~.~. (on rappelle que la classe p” ne depend pas du choix de q1 avec c(qi) fix&). On 
a alors: 
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2.15.B.2. LEMYE. Soit Xi E Hip( Y, Z(p)) tel que c(xi) = ci. Soit aI d@ini comme en 
2.15.A.2. Alors 
‘I 
I’? 
- *iI tll’ 6, ;, q’XiEHiP(X x YV Z(2p)) 
est en fait un Plkment de J(HdP- l (X x Y)) dont la projecrion duns J(H'- ‘(X) @I HOp-‘( Y))) 
est nulle. 
2.15.8.3. On ne donnera pas la preuve du Lemme 2.15.B.2 qui est un calcul facile mais 
long; le lemme conclut la preuve de la Proposition 2.13, et done du Thloreme 1.19, puisque 
I’on a: 
D’aprts 2.15.A.3, la projection du premier terme dans J(H’-‘(X) @I ( n Ker cl)*) est Cgale 
i celle de 6”~ J(H’-‘(X) @ (Ker a)*) dans le meme quotient. D’apres 2.15.B.2, la projection 
du second terme dans J(H’-‘(X) @I (Kera)*) est nulle. Enfin p” est la projection de 
tl ‘Y -_S’l”b ;, q’xi dans J(H’- l(X) @ A (Ker ci)‘). D’oti l’lgalite p” = projection de 6”. 
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